Problemas métricos

AHQU|O entre rectas y planos

Angulo entre dos rectas

El &ngulo que forman dos rectas es el angulo agudo que determinan entre si sus vectores
directores.

|ul-v1+u2-v2 +u3-v3|

o(r,s)=aluy,v]=arc cos
! g 2 2 2 2 2 2

Dos rectas son perpendiculares si vectores directores son ortogonales (su producto escalar es
cero).

rls Wy =10 Ly Wy + U o+l vy =0
Ej. 1:

Hallar el angulo que forman las rectas:

r_,5(—2_y+1_z ¥+ 1
o2 1 i

d=(21,1) v =(-1,2,1)
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o(r,s) = m(ﬂ, E) = arc cos
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rF,5]=arc -::-::15l =80, 41"
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Ej. 2:

Hallar el &ngulo que forman las rectas:

e ¥+ 3y —z+1=10 oo Jx-w+z-3=0
| x-v+2z+2=0 2k +y-3z+1=0
i3k i
=2 3 -i-5-55-5k v=[3 -1 1|=2+117+5k
1 -1 2 2 1 -3
u=(5-5-5 v =(2,11,5)
|5-2+(-5) 11+ (-5)-5] 70

o(r,s) = u,(a, E) = arc cos
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F.5|=arc cos = 48 709
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Ej. 3:
Hallar el &ngulo que forma las rectas:

x+1=y—1=z—2

r= c= ¥+y+2=0
! 2 3 C|2x-y+3z-1=0
Pk
v=|1l 1 1|=dai-7-3k
= -1 3
u=(1,2,3) v =(4,-1,-3)
- 1442 (-1)+3(-3
U*[rf5)=@(ufv)=arccos | +2:(1)+ 3 )| _ 7

JELZ LT a2 (-1 (37 1426

(F;E) = arc cos = 082, 480
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Angulo entre dos planos

El 4ngulo formado por dos planos es igual al &ngulo agudo determinado por los vectores
normales de dichos planos.

F1= {‘ﬂ'lelfClj 'r-"_.z= [‘ﬂ‘szEf CE)
— — A E B+ -0
afmy, m,) = m(ﬂ13n2)= arc cos P 445,08, 4 C Gyl
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Dos planos son perpendiculares si vectores directores son ortogonales.

r, L, mon, =0 A A, +B B, +CCy=0

Ejemplo
Hallar el &ngulo que forman los planos:

m=2x-y+2-1=0 T, =X+Z+3=10
no=(2,-1,1) n = (1,0,1)

u(nl"ﬂ: )=D'“(ﬂ1fﬂ2)=arc COS |2I1+[_1)'O+1'1| B 3
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(11:1, '-"32) =arc cos? = 30°



Angulo entre recta y plano

El angulo que forman una recta, r, y un plano, z, es el angulo formado por r con su proyeccion
ortogonal sobre T, 1'.

El angulo que forman una recta y un plano es igual al complementario del angulo agudo que
forman el vector director de la recta y el vector normal del plano.

U= (Liy, Uy, tg) n= (4,8,C)
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e

SEN O = COS B o= oS (n,u) =

[l

|-

AL+ Bu, + 00
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o= Sfhc Zen
'\l"ﬂu2+52+i:'2-\[u12+u22+u32

Si la recta r y el plano 7 son perpendiculares, el vector director de la recta y el vector normal del
plano tienen la misma direccion y, por tanto, sus componentes son proporcionales.
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Ej. 1

Determinar el angulo que forman la recta y el =~ x-1 w+1 =z plano.
2 12

T=Xx+y-1=0

u=(21,2) n=1(11,0)

2

o= &ac sen— =45
=

Ej. 2

Hallar el &ngulo que forman la recta y el plano.  _ {)H J-z+3=0
2x-—yv-z-1=0
T2 -yv+32+1=10
=+ —'}" l::;"



U={(-4,-1,-7) n=1(2,-1,3)

42+ (1) (-1 +(-7)3| 28

e OB+ 0P (72 (1) F - Je6- 14
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Ej. 3
Obtener el angulo formado por el plano y la recta siguientes:

1 y=c
T= X = F =
BX—J§2=D

W= af3h
r=d y=2 J,=(J§JDJ3) n=11,0,0)

7 = 1A

JE1+0.0+30

SefoL = | | ‘Jg 1

J(ﬁ)ﬂ PP AP0 2P 2

o= & Sen§=3f:r°

Distancia entre rectas y planos

Distancia entre un punto y una recta

La distancia de un punto, P, a una recta, r, es la menor de la distancia desde el punto a los
infinitos puntos de la recta. Esta distancia corresponde a la perpendicular trazada desde el punto hasta

la recta.

d(P, r)

Y




Ej.1

1. Hallar la distancia desde el punto P(1, 3, —2) a la recta ..

¥ =2+ 3A
Fr=ay=-1+4
AP =(1-2,3+1,-2-1)=(-1,4,-3) dr=(3,1,-2) z=1-24

[, x 8P| = 52+ 112 + 137 = 335 |- {32+ 12+ (-2)° = V14
a(p,r)- 2B 310
T e
Ej.2
Hallar la distancia desde el punto P(1, 2, 3) a la recta r_x—z_y—B_z—f-’L
. .4 4z
A(2,3, 4 AP =(1-2,2-3,3-41=(-1,-1,-1)  u, =(4,4,2)
D7k
Grx AP =1 -1 —1|=-2+ 2]
2 2 4
fir o 8P = (-2 + 27 4 0 - B |- NF e e 2 - 6
d(p,r)- 22 2
& 3

Distancia entre rectas paralelas

La distancia de una recta, r, a otra paralela, s, es la distancia desde un punto cualquierader as.

B -
u_ s
s
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A u r
Ex 2|
dir,s)=d(A,s)= |J|
Distancia entre rectas que se cruzan r
, , , u 1
La distancia entre dos sectas que se cruzan se mide A/"

sobre la perpendicular comun.

Sean(4,u) y(B,v) las determinaciones lineales de las |
rectasry s. L \
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Los vectores AB u y v determinan un paralelepipedo cuya altura es la distancia entre las dos rectas.
El volumen de un paralelepipedo es V=Ay-h

Teniendo en cuenta que el volumen es el valor absoluto del producto mixto de los tres vectores y
el &rea de la base es el producto vectorial de los vectores directores de las rectas, la altura, es decir, la
distancia entre los dos puntos es igual a:

AB U,V

d(r,s)=h=—=|[ B4, 1l
b |uxv|

Ejemplo

Hallar la minima distancia entre las rectas:

r_)c'+8_y—1f:l_.Z—E:':- S_x—l_y—i_z—l

-2 3 1 -1 2 4

A(-8,10,6) & =(2,3,1)

AB = (9,-9,-5)

B(1,1,1) v =(-1,2,4)
9 -9 -5
V=‘[E,u,ﬁ]— > 3 1[=136
-1 2 4
s
Uxv=|2 3 1|l=10-97+7k
-1 2 4
Ab=|ExE|=Jmf—92+?2=J§30
_ 136 684230
230 115

Distancia de un punto a un plano

La distancia de un punto, P, a un plano, «, es la menor de la distancia desde el punto a los
infinitos puntos del plano. Esta distancia corresponde a la perpendicular trazada desde el punto al
plano.

Pl{¥%a,Yor Zo) T=Ax+By+Cz+0 =0

A B ' o
o(p, - Lo o G-
A+ BT+ C




Hallar la distancia del punto P(3, 1, —2) a los planos Yy
11:252}:’—3=D

T2+ -Z+1=0

23+ 11-1(-2)+1 10
3(e,n)- .

JZerte(-1p
2 1-3
DY 2 o N
JOR+22e0? 2
Ej. 2
Hallar la distancia del punto Q(5,5,3) al plano
T = [x,y,z) = [D,D;—4:l+ [2,2,—1)1+ [—3, EJDjp.
X 2 -3
W 2 2|=0 Zx+ 3y +10z+ 40=10
z+4 -1 0O

524354103+ 40 a5
C"[Q,:rc:l=| 2 =2 2 |=
¥2? 43 410 V113

Distancia entre planos paralelos

Para calcular la distancia entre dos planos paralelos, se halla la distancia de un punto cualquiera
de uno de ellos al otro.

También se puede calcular de esta otra forma:

T,=Ax+By+Cz+ 0, =0 To=Ax+ By +Uz+ 0, =0

P - Oy
A7) = Ja? 18?4 c?

Ejemplo

Calcular la distancia entre los planos y . B, = 2x—y-27+5=0
T, =4 -2y -4dz+15=0
> {1 -2 § Los dos planos son paralelos.

== — &= —
4 -2 -4 15 Transformamos la ecuacion del segundo plano para que los dos
planos tengan el mismo vector normal.

xzszx—y—22+1—25=|:l



— =

A=—‘uxv‘
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Ejemplo

Determinar el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos A(1, 1, 3), B(2, -1, 5) y C(-3, 3, 1).

i j Ok
w=ABxAC=|1 -2 2|=
4 2 -2
-2 21 |1 2= |1 -2 + _+ _=
= [ - J+ k=0I-6]-6k
2 2| |-4 -2|7 |4 2
w = (0, -6, -6)

A= %-6@: 342 P

Area del paralelogramo

Geométricamente, el mddulo del producto vectorial de dos vectores coincide con el area del
paralelogramo que tiene por lados a esos vectores.

— —.-‘

A= ‘u‘-h= ‘qu‘senoz= ‘uxv




Ejemplo
Dados los vectoresu = (3,1,—1) y U = (2,3,4) v, hallar el area del paralelogramo que tiene
por lados los vectores U yv.
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-1 = +
/ 2 3
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UXy= -
2 4

= |13 -1
S 4

‘IE: 7i-14j+ 7k

L) = et

ML =

‘1 -1

A= )‘Txﬁ|=J?2+142 + 72 = 2042

Volumen de un tetraedro

El volumen de un tetraedro es igual a 1/6 del producto mixto, en valor absoluto.

U, Uy
1
V=2|v, v. Vv
5171 Y2 Vs
W, W, Wy
Ejemplo

Obtener el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A(3, 2, 1), B(1, 2, 4), C(4,0,3) y
D(1, 1, 7).

J— —_—

AB=(1-32-24-1)=(-2,0,3) AC=(4-3,0-23-1)=(1,-2,2) 80 =(1-31-2,7-1)=(-2,-1,6)

2 0 3
[E},F,E} 1 -2 2/=24-3-12-4=5
2 -1 6
volg_2,s
6

Volumen del paralelepipedo

Geométricamente, el wvalor absoluto del producto mixto representa el volumen del
paralelepipedo cuyas aristas son tres vectores que concurren en un mismo vértice.

Ejemplo

Hallar el volumen del paralelepipedo formado por los vectores: i = [3, -2, 5) v o= (2} 2, _1) W= [_4,3,2)

3 -2 5
v{ﬁ,i,ﬂ: 2 2 -1|=914°
4 3 2



